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摘  要：无网格自然单元法在构造位移插值函数时不需要单元的信息，只需要结点的信息，在裂纹扩展模拟、材料非线性分

析、几何非线性分析以及三维计算等方面具有广阔的应用前景。阐述了将无网格自然单元法应用于结构弹塑性分析的过程和

基本理论，给出了其位移插值函数的构造过程，并将其结果与常规的有限单元法进行对比，证明了该方法用于弹塑性分析的

优越性。 
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Application of meshless natural element method to elastoplastic analysis 
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Abstract: The meshless natural element method(NEM) requires only nodes and a description of the external and internal boundaries, 
and no element connectivity is needed totally or partly. Therefore, meshless natural element method can be widely applied to crack 
propagation problems, elastoplastic analysis of materials and large deformation problems. Based on the summarization of the present 
literatures, the nature element method ,which possesses the characters and advantages of the traditional finite element method and 
other meshless methods, has been studied further. And its application to elastoplastic problems is proposed and the basic principles of 
meshless natural element method are presented too. Finally, some special problems are given to verify the program designed 
according to the principles. 
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1  引 言 

无网格自然单元法是近年来发展起来的一种

数值计算方法，它有效地利用了理论成熟的

Delaunay 全自动三角化技术，使三角形网格的求解

精度得到了很大的提高(相当于有限元四结点或八

结点单元)，且保留了无网格方法前处理简单的特

点，因而目前已经在较多的领域得到了应用[1~5]，但

总的来说，其应用主要还是针对线弹性问题，在弹

塑性问题中的应用较少。本文尝试无网格自然单元

法的弹塑性应用，将无网格自然单元法与弹塑性分

析理论相结合，并以 Visual C++为开发工具[11]，在

同济曙光®图形平台的基础上利用面向对象的程序

设计方法，开发了以无网格自然单元法（NEM）为

基础，采用增量的初应力法的弹塑性计算程序。 

2  自然邻接形函数的构造及其性质 

Delaunay 三角化的空圆准则：通过 Delaunay
三角形 3 个顶点的外接圆里不包含其他结点。 

Voronoi 结构的定义：到结点 ix 的距离小于到

其他任何结点 jx 的距离的区域的集合。其数学表达

为 
 ijxxdxxdRxT jii  ),(),(:2      （1） 

其中 ),( jxxd 是结点 x 到 ix 的距离。 
2.1  自然邻接形函数的构造 

Voronoi 结构与 Delaunay 三角形互为对偶。对
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于任意一个二维空间 ，先按照一定的规则布置离

散的计算点[6]，再按照 Delaunay 三角化的空圆准则

全自动完成区域离散点的 Delaunay 三角形网格化，

并根据三角化网格建立区域 的 Voronoi 结构，则

区域内任意点 x 的插值函数为 

         )(/)()( xAxAx ii             （2） 

式中  )(xAi 为结点 ix 与点 x 的 Voronoi 结构的重叠

部分的面积； )(xA 为点 x 的 Voronoi 结构的面积。 
 

 
图 1  Voronoi 图和 Delaunay 三角划分 

Fig.1  Voronoi cells and Delaunay triangle 
 

 
图 2  点 x的一阶和二阶 Voronoi 结构 

Fig. 2  1st-order and 2nd-order Voronoi cells about x 

 

为求得该插值函数，首先用 Delaunay 三角化的

空圆准则求点 x 周围的自然邻接点：如果 Delaunay
三角形 l （如 123 ）的外接圆圆心 l  (如 123V )到点

x 的距离 d 小于 l 外接圆半径 R，则 l 为点 x 的邻

接三角形，其结点（如 1，2，3）为点 x 的自然邻

接点，即 
22|||| RxVl             （3） 

从点 x 到它的自然邻接点连线的垂直平分线构成了

点 x 的 Voronoi 结构 xT （如：封闭多边形 abcd ）。 

设点 x 的邻接三角形 l 的局部结点编号为

),,( KJI 1,2,3，作点 x 和 123 的局部结点 KJ , 的外

接 圆 ， 并 记 其 圆心 为 ),,()( xaaxC KJI  。 则

}),(),({ 21 lVxCxC ， }),(),({ 32 lVxCxC ， }),(),({ 13 lVxCxC
为 3 个新的子三角形，其面积记为 

)),(),(()( lKJI VxCxCAxa
l

         （4） 

设局部结点 I 对应整体结点编号 i，则可求得

Voronoi 结构的面积为 

)()()( xaxAxA
lIii           （5） 

对点 x 所有自然邻接点 ni ,,2,1  求和，可得 





n

i
i xAxA

1
)()(             （6） 

将式（5）和（6）代入式（2）即可求得点 x 的形函

数 )(xi 。同理可以求出形函数的导数 )(, xji 。 
2.2  自然邻接形函数的性质 

由式（2）自然邻接形函数的定义不难证明： 
0≤ )(x ≤1              （7） 

由图 2 我们可以看到，如果点 x 与任何结点重合，

比如点 x 与结点 1 重合，则可以得到： 1)(1 x ，

)1(0)(  ixi 。因此与有限元的形函数[7]一样，自

然邻接形函数满足 Kronecker 条件： 

ijji x  )(              （8） 

也就是说自然邻接点近似位移函数在结点上

与结点的位移值精确相等，这意味着与其他无网格

方法的近似位移函数（如 MLS 近似）不同，用自

然邻接近似函数可以准确地施加本质边界条件。 
与有限单元法一样，自然邻接形函数还满足单

位分解条件和线性连续条件： 

1)(
1




n

i
i x ， x           （9） 

xxx
n

i
ii 

1
)(            （10） 

3   弹塑性问题的增量法[8~10] 

弹塑性材料在进入塑性状态后，继续加载时的

应力应变关系为 

}d{][}d{ ep  D           （11） 

此关系是非线性的。为了使非线性问题转化为线性，

可以采取逐步增加荷载的方法。在一定的应力和应

变水平上增加一次荷载，将产生应力增量 }{  和应

变增量 }{  。只要增加的荷载适当地小，可将式

（11）近似地表示为 
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}{][}{ ep   D            （12） 

式中  ep][D 为弹塑性矩阵， ep][D  pe ][][ DD  。它

仅是加载时的应力水平的函数，因此式（12）是线

性关系式。 
弹塑性问题常用的解法有增量的变刚度法、增

量初应力法和增量初应变法。由于无网格自然单元

法计算位移插值函数以及形成总体刚度矩阵的时间

较传统的有限单元法长，为了避免了每次迭代都要

形成和分解总体刚度矩阵,本文采用增量的初应力

法。这样，只要在计算开始形成并分解总体刚度矩

阵，以后各增量段以及各增量段内的各次迭代中分

解好的总体刚度矩阵均不改变。以下将阐述无网格

自然单元法总体刚度矩阵的形成。 

4 自然单元法总体平衡方程的构造 

由自然邻接近似位移函数表达式，可以按有限

元法同样的步骤[7]，利用最小势能原理或 Galerkin
法直接得到离散求解的控制平衡方程。 

设弹性体域 ，力边界 t ，位移边界 u ，则

平衡方程为 

0,  ijij f ，在 内          （13） 

0 ijij tn ，在 t 上          （14） 

ii uu  ，在 u 上           （15） 

式中  ij 为应力张量； if 为体力； it 为面力； iu 为

边界位移； jn 为边界法向单位向量。 
对于平面问题由变分原理即平衡位移使总势

能取驻值可以得到系统的整体离散方程： 
K·u = f              （16） 

对于线弹性问题，有 




dJ
T
IIJ DBBK          （17） 

 


 dd b
t

ftf III         （18） 

式中  D 是平面问题的弹性矩阵；t 为面力；fb为体

力。 
对于弹塑性问题，有 




dep J
T
IIJ BDBK          （19） 

式中  [D]ep 为应力计算点所对应的弹塑性矩阵，

[D]ep=[D]e－[D]p，[D]p为塑性矩阵； ][B 为对应积分

点上的应变矩阵，其表达式如下： 





















    ,    ,

    ,

    ,

     0  

0 

xIyI

yI

xI

IB







          （20） 

平面应力和平面应变条件下塑性矩阵的显式表

达式如下。 
平面应力： 

p

2

2
2

     (1 )   

[ ]           (1 )
(1 )

      (1 )

xy

xy

xy

A AB A
ED B B

Q

 

 


 

 
 

  
    

   （21） 

其中  222 )1(22 xyyxyx SSSSQ   

E
Hi

9
)1(4 22  

； yx SSA  ； yx SSB  。 

平面应变： 

p

2

2
2

2

2

     
9[ ]              

( 3 )
                   

x x y x xy

y y xy
i

xy

S S S S
GD S S

H G








 
 

  
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  

    （22） 

 因为无网格自然单元法中没有单元的概念，所

以上式中刚度矩阵 ijK 的计算是以结点为基础，在

背景网格上积分而来的。本文直接采用结构的

Delaunay 三角形网格作为背景积分网格。 

5  算 例 

5.1  厚壁圆筒算例 

一轴向受到约束的承受内压的厚壁圆筒，内径

a =10 mm，外径 b=20 mm，内压力 p=12 kPa，材料

是理想弹塑性，弹性模量 E = 85 570 kPa，泊松比

3.0 ，材料拉伸屈服极限 32.17s   kPa，采用

V.Mises 屈服准则。我们利用同济曙光®软件的网格

自动生成器在求解域类布点 292 个，生成三角形网

格 515 个。与理论值、三角形网格有限元值的自然

单元法计算值。比较结果如图 3～5。由图 4 和图 5
的比较可以看出，在同样计算结点的情况下，自然

单元法的弹塑性计算结果与理论解符合得较好，而

三角形有限单元法的计算结果却与理论解有较大的

差距。 
5.2  悬臂梁算例 

一矩形悬臂梁，长 l = 40 m，高 h = 10 m，一端

固定，另一端受集中荷载 p=－11kPa。材料取为理

想弹塑性体，服从 Von-Mises 屈服准则。材料参数

如下：矩形 E = 86 670 kPa， 3.0 ， 32.17s   kPa。
分别采用三角形有限单元法、四边形有限单元法和

自然单元法进行计算，其中三角形单元的网格与自

然单元的积分网格相同。计算结果如图 6～7 所示。 
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图 3  计算模型与塑性区 

Fig.3  The computation model and plastic zone 
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图 4 法向应力比较 

Fig.4  The comparison of stresses r  
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图 5 切向应力比较 

Fig. 5  The comparison of stress 
  

 

 
图 6 悬臂梁网格及塑性区 

Fig. 6  The triangular mesh and plastic zone of the 
cantilever beam 
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图 7 悬臂梁正应力 x 的比较 

Fig.7  The comparison of normal stresses x of the 
cantilever beam 

6 结 语 

自然单元法利用需求解点的自然邻结点、

Voronoi 结构和无网格的方式来构造整体求解的近

似位移函数，在保证计算精度的前提下简化了数值

计算的前处理过程。本文将弹塑性分析中增量的初

应力法与无网格自然单元法相结合，编制了通用的

C++程序，并用于结构的弹塑性计算，计算中我们

采用了理想弹塑性模型，Von-Mises 屈服准则。计

算实例表明：基于无网格自然单元法的增量初应力

法，其计算精度比三结点有限单元法高，基本上等

同于四结点有限单元法的计算精度，但与四结点有

限单元法相比，它更便于计算的前处理工作，具有

良好的应用前景。 
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